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PRESENTACION DEL PROYECTO

Tenoch Cedillo Avalos
OBJETIVOS

La serie Ensefianza de las Matemadticas se desarrolla en el marco del Proyecto de
Tecnologia y Educacién a Distancia en América Latina y el Caribe; esta serie tiene
como proposito central fortalecer el conocimiento de las matemadticas escolares
y las prdcticas de ensenanza de los profesores que se desempenan en el nivel
de educacion secundaria (7°-9° grados, 13-15 afios de edad). En este propdsito
subyace la hip6tesis de que un mejor desempefio de los docentes se reflejard en
aprendizajes mds sélidos y de mayor calidad en los alumnos.

Pretendemos que la discusién y andlisis de los materiales que incluye esta
serie, permitan a los maestros reflexionar sobre sus concepciones y practicas de
enseflanza, y que esta experiencia les proporcione elementos para responder
preguntas como las que planteamos a continuacion:

e ;Cree que sus estudiantes no pueden resolver problemas a menos que usted
les haya ensefiando previamente cémo hacerlo?

e ;Cree que siles pide a sus alumnos que resuelvan un problema ellos lo hardn
en formas muy similares?

e ;Creequepuede emplearlassoluciones que desarrollan sus estudiantes como
fuentes para enriquecer sus estrategias de ensefianza? ;C6mo?

e ;Cree que es conveniente propiciar oportunidades para que sus alumnos
resuelvan problemas usando sus propias estrategias? ;Por qué?

e ;Cree que es conveniente pedir a sus estudiantes que le informen cémo
razonaron para resolver un problema dado? ¢Por qué?

e Cree que es conveniente exigir a sus educandos que usen los proce-
dimientos que les ensefi6 y que usted asuma la reproduccion de esos
procedimientos como sinénimo de comprension?



También nos proponemos que la serie Ensefianza de las Matematicas proporcione
experiencias que permitan a los profesores desarrollar concepciones y practicas
de ensenanza como las que mencionamos enseguida.

Que el maestro:

e (Genere un ambiente de trabajo que favorezca que sus estudiantes desarrollen
habilidades matemdticas y destrezas operativas.

e Aproveche la evolucién del pensamiento matematico de sus alumnos para
planear el desarrollo del programa escolar.

e Genere oportunidades para que sus estudiantes resuelvan problemas sin
necesidad de instrucciones explicitas.

e Utilice las formas en que sus estudiantes razonan para disefiar mejores es-
trategias de ensenanza.

e Desarrolle el curso en consonancia con lo que sus alumnos van aprendiendo.

e Sea capaz de proponer problemas distintos a cada equipo de trabajo, y en
ocasiones a cada estudiante, de acuerdo con los intereses y capacidades de
ellos.

e Evalte el desemperio de sus estudiantes con base en las habilidades mate-
maticas que ellos desarrollen.

e Valore el potencial de la técnica de aprendizaje cooperativo como un recurso
fructifero en la clase de matemaéticas.

MATERIALES

Esta serie ofrece un conjunto de materiales dirigidos a profesores de matematicas
en servicio y a formadores de los futuros docentes de matematicas, que se de-
sempefiardn en el nivel de educacién secundaria. La estrategia que proponemos
para el logro del propdsito antes mencionado, es brindar un programa de profe-
sionalizacién docente que se basa en un andlisis critico de la prdctica en el aula
con la finalidad de enriquecerla. La investigaciéon que hemos realizado en este



campo, ratifica enfaticamente que la experiencia que los profesores adquieren
mediante el andlisis de las practicas de ensefianza de otros se refleja de manera
favorable en sus concepciones y conocimientos sobre la disciplina, el aprendizaje
y la docencia (Cedillo, 2003).

Los materiales que presentamos se describen brevemente en el esquema que
se muestra a continuacion.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Alumnos, en las que se presenta evi-
dencia de las capacidades y limitaciones
de los estudiantes en la resolucién de
ciertos problemas mateméticos.

Videos de Sesiones de Trabajo con
Maestros, en las que éstos resuelven los
mismos problemas que se propusieron a

los estudiantes.

Videos de Sesiones de Profundizacion,
en las que los docentes analizan critica-
mente lo que ellos lograron en el mar-
co de los logros de los alumnos.

Propuestas didacticas en versiones impresa y digital, donde se aborda con mayor de-
talle los episodios presentados en los videos, se incorporan los materiales empleados
en las sesiones de trabajo con alumnos y con profesores, y se incluye una seccion
para ampliar el horizonte de los temas matemdticos que se tratan en cada sesion.



SUJETOS QUE PARTICIPAN EN LAS SESIONES DE TRABAJO

Ademds del decidido apoyo otorgado por las més altas autoridades de las insti-
tuciones que patrocinaron este proyecto, asi como de la invaluable colaboracién
delequipo técnico de television, participaron estudiantes de secundaria, maestros
en servicio, profesores que condujeron las sesiones de trabajo en el aula, y un
docente que estuvo a cargo de la produccion y la direccién académica de todas
las actividades del programa.

Los grupos escolares que participaron en el proyecto, cursan el segundo grado
de secundaria (8° grado, 13-14 afios de edad) en dos escuelas publicas de la ciudad
de México que se destacan por su organizacién, compromiso de sus profesores y
el buen desemperfio de sus estudiantes. Los jévenes que se observan en los videos
son alumnos promedio de esas instituciones, no fueron seleccionados por poseer
cualidades especiales. El grado escolar de los educandos se eligi6 en consonancia
con los conceptos y conocimientos matematicos que se abordan en las actividades
de aprendizaje que se les propusieron. La intervencién de esos grupos escolares,
en esta serie, se debe a la colaboracién de las autoridades educativas y de los
directivos de las escuelas secundarias ptblicas que nos permitieron trabajar con
sus estudiantes. La participacién de los alumnos se organiz6 de acuerdo con los
horarios de clases de su respectivo plantel, por esta razén, a lo largo de los videos,
se pueden observar diferentes grupos de educandos y de maestros.

Todoslosdocentes que colaboraron en esta serie prestan su servicio en escuelas
secundarias publicas ubicadas en la ciudad de México. Es necesario mencionar
que los profesores que conducen las sesiones de trabajo, no son los maestros que
normalmente dirigen a los grupos que se observan en los videos. La razén de
esto es que las sesiones de trabajo con alumnos incluyen temas y actividades
que no necesariamente tienen previstas los maestros de los grupos escolares, en
los momentos en que este proyecto lo requerfa, por lo que fue indispensable
contar con docentes especificamente asignados al proyecto con la finalidad de
que dispusieran del tiempo y los recursos para preparar y conducir las sesiones
de trabajo en el aula.
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El hecho de que los profesores que condujeron las sesiones no hayan sido los
docentes regulares de los grupos, presenta ventajas y desventajas, por ejemplo,
nos parece importante mencionar que nuestros maestros no conocfan a los estu-
diantes, situacion que, por supuesto, no ocurre entre éstos y su maestro habitual.
No obstante, los logros de los alumnos que se pueden observar en los videos,
sugieren que la planeacién y puesta en préctica de las actividades de aprendizaje
son factores que influyen sensiblemente en un rdpido establecimiento de una
buena relacién alumno-profesor, independientemente del tiempo que hayan
tenido para relacionarse entre si.

EL TRABAJO EN EL AULA

En los videos, se presentan episodios tal como ocurrieron en el aula; los videos
muestran un acercamiento a la ensefianza que tiene como propésito poner en
practica los preceptos del constructivismo social, empleando la técnica del apren-
dizaje cooperativo, as{ como un enfoque del aprendizaje basado en la resolucién
de problemas. Utilizamos deliberadamente el término “sesiones de trabajo”,
en lugar de “clase modelo”, para distinguir el enfoque de ensefianza que aqui
mostramos del esquema tradicional que rdpidamente se identifica con la cétedra
del profesor, en la que éste “entrega” sus conocimientos a unos alumnos que
estan atentamente escuchdndole para “recibirlos”. Estos conceptos se discuten
mas adelante con mayor amplitud.

En los videos de las sesiones de trabajo con los estudiantes y con los profeso-
res, podrdn observarse los aciertos, errores y momentos de incertidumbre que
usualmente se suscitan en el proceso de resolucion de problemas matematicos
no triviales, y en las vicisitudes propias de la conduccién de una sesion de tra-
bajo, cuyo éxito o fracaso depende esencialmente de la participacién de cada
uno de los integrantes del grupo con el que se estd trabajando. En los videos, se
observa un esfuerzo sostenido por parte del profesor que conduce la sesién para
desempenarse como un promotor del desarrollo del pensamiento matemdtico de



sus estudiantes, y no como un expositor que presenta una brillante cdtedra a un
auditorio atento y pasivo. Las sesiones de trabajo se centran en las participaciones
de los alumnos, porque es a partir de sus respuestas que el profesor propiciard
que se dé el siguiente paso en el avance de sus aprendizajes. Las intervenciones
del maestro que conduce una sesion, se enfocan en la coordinacién del trabajo del
grupo, empleando todos los recursos que tiene a su alcance, en ese momento,
para recuperar y enriquecer las participaciones de los estudiantes y, con base en
esto, dar un horizonte mds amplio al contenido matemadtico que se estd explo-
rando. En los videos podrd observarse que el maestro tenfa preparado un guion
para la clase; pero también se percibe que siempre estuvo atento a las respuestas
de los alumnos para ir haciendo ajustes al guién de trabajo previsto y, de este
modo, poder aprovechar de la mejor manera posible los aciertos y errores de los
estudiantes, los cuales empleaba como puntos de partida en la busqueda de una
secuencia de enseflanza que estuviera en mejor consonancia con las distintas
formas de razonamiento de sus alumnos.

CONTENIDOS MATEMATICOS

Para seleccionar los contenidos matemadticos de esta serie, se hizo una revisién
de los programas de estudio para la escuela secundaria que se ofrecen en los
paises de América Latina y el Caribe, a partir de esta consulta se eligieron algu-
nos temas de aritmética, dlgebra y geometria, definiéndose, asi, las ramas de las
matemadticas escolares en que se ubicarfan dichos contenidos. Posteriormente,
se acudio a la literatura de investigacion sobre aprendizaje de las matemadticas,
con base en ésta fueron seleccionados los temas especificos dentro de cada rama
de acuerdo con los siguientes criterios:

e [arelevancia que les da la investigacion por las dificultades que presentan
para su ensefianza y aprendizaje.
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e laimportancia que les da la investigacion por su trascendencia como temas
propedéuticos, sobre los que descansa la evolucién del curriculo escolar en su
transito al curriculo de matemadticas en los niveles de educacién superior.

Finalmente, en el marco determinado por los alcances de este proyecto, se deci-
di6 abordar tres temas en aritmética y geometrfa, y cuatro en édlgebra, quedando
distribuidos como se muestra en el siguiente cuadro.

Aritmética Algebra Geometria
e . Patrones numéricos Medicién y semejanza de
Muiltiplos y divisores fume . y :
y generalizacién tridngulos
(. P e egulari Medicié
Méximo comun divisor Juegos y reg .la dades d on y,ra.zones
algebraicas trigonométricas
Minimo comun multiplo Ecuaciones de primer grado  Areas y teorema de Pitdgoras
Lectura y construccioén

de graficas cartesianas

ORGANIZACION Y PRESENTACION DE LOS CONTENIDOS
Videos

El desarrollo de cada tema constituye un mdduloque estéd formado por dos videos
y una Propuesta didacticaimpresa. Cada tema se inicia con una cdpsula de video
que se preparé para presentar de forma amena v clara la informacion relevante
del problema que se propone para que los alumnos lo resuelvan, y también se
emplea para centrar la atencién de los alumnos en el tema a tratar. Esa cdpsula
puede ser usada por los profesores que la consideren Gtil en su tarea docente.
Algunas cépsulas incluyen recursos electrénicos de la geometria dindmica, o tablas
con datos que pueden ser utilizadas en las clases que preparen los maestros que
reciben estos materiales.



El primer video de cada médulo incluye las dos sesiones de trabajo que se
emplearon con alumnos para desarrollar el tratamiento del tema correspondiente,
cada sesién se tiene una duraciéon mdxima de 50 minutos. El tema se aborda
a partir de la resolucién de uno o mds problemas matemdticos; estas sesiones
de trabajo se realizan con la participacién activa de un grupo de estudiantes. El
nucleo en el estudio de un tema es la resolucién de problemas que representan
un reto para el intelecto de los alumnos, por esto, sus intervenciones nunca con-
sisten en la repeticién de conceptos u otros conocimientos que previamente se
les habian ensefiado, en vez de esto, las participaciones de los estudiantes ofrecen
una reelaboracién o una aplicacién creativa de conceptos y conocimientos que
los conducen a proponer ideas plausibles que eventualmente se concretan en la
resolucion de un problema. Dada la complejidad de los ejercicios que se propu-
sieron, se decidié apoyar la actividad de los estudiantes utilizando la técnica de
aprendizaje cooperativo. Esta técnica exige la colaboracién conjunta y creativa
de todos los miembros de un equipo de trabajo para realizar una tarea, en otras
palabras, requiere que el trabajo en equipo, ademds de necesario, sea mas pro-
ductivo que el trabajo individual. Dada la importancia que tuvo en el proyecto
el uso de la técnica de aprendizaje cooperativo, mds adelante le dedicamos una
seccién para un andlisis mds amplio.

El segundo video del médulo incluye una secuencia que muestra la Sesion de
Trabajo con Maestrosy la Sesion de Profundizacion. La Sesion de Trabajo con
Maestros permite observar las formas en que ellos abordaron problemas iguales
o0 similares a los que se propusieron a los alumnos. Es importante sefialar que
cuando se pidié a los maestros que resolvieran esos problemas, ain no habifan
visto los videos de las sesiones de trabajo con los alumnos, esto se realiza en la
Sesion de Profundizacion.

En las sesiones de profundizacidn, se pide a los profesores que vean atenta-
mente los videos de las sesiones con alumnos, y que registren individualmente sus
observaciones de acuerdo a un guién que se les proporciong; el guién permite que
los docentes incluyan comentarios sobre aspectos no considerados en él. Una vez




que han hecho esto, se pide a los maestros que discutan en equipos de trabajo las
anotaciones que registraron de manera individual; después de esto, se organiza
una mesa de discusion con todos los equipos reunidos, donde debaten acerca de
sus observaciones y hacen propuestas respecto a las implicaciones que se derivan
de su experiencia en estas sesiones de trabajo en torno a su practica docente coti-
diana. La Sesién de Profundizacion concluye con la seccién Reflexiones después
de la prdctica, que presenta el coordinador académico de esta serie.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Se elabor6 una Propuesta diddctica para cada uno de los médulos que comprende
esta serie. Las propuestas diddcticas se presentan en formato impreso y en formato
digital. Estos materiales tienen como propdsito exponer informacién adicional que
permita analizar con mayor acuciosidad las sesiones de trabajo que se muestran en los
videos. En cada propuesta se proporciona una descripcion detallada sobre las activi-
dades que se llevaron a cabo en las sesiones de trabajo con alumnos y con maestros.
Asimismo, se incluyen cada uno de los materiales que se emplearon, al igual que un
ensayo critico de lo que ocurrié durante el tratamiento de cada tema, en términos
de los logros de los estudiantes en el marco de lo que originalmente fue el guién de
trabajo para cada sesién. Por lo anterior, recomendamos enfiticamente que antes
de observar los videos se lea la Propuesta diddctica correspondiente.

Los asuntos que se abordan en cada Propuesta didactica se describen breve-
mente a continuacion.

Presentacion y objetivos del tema

Ademés de los objetivos de cada sesion de trabajo con los alumnos, este apartado
incluye un ensayo en el que se presentan los argumentos considerados para
seleccionar el contenido matemético que se aborda, y una descripcién del guién
de trabajo que empled el profesor para desarrollarlo.



Materiales de las sesiones de trabajo con los alumnos
Esta seccién proporciona informacion detallada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los estudiantes.

Materiales de las sesiones de trabajo con los maestros
Este apartado ofrece informacién pormenorizada sobre cada una de las actividades
que se propusieron a los profesores.

Lo que aprendieron los alumnos

En esta parte, el profesor que estuvo a cargo del desarrollo de la sesién de traba-
jo, presenta un ensayo sobre 10s logros de los estudiantes; el ensayo contiene
un andlisis entre lo esperado por el maestro y las respuestas no esperadas que
ofrecieron los alumnos, y c6mo éstas lo condujeron a modificar, sobre la marcha,
el guién que habfa preestablecido para realizar su trabajo.

Recomendaciones para la ensenanza

Con base en el andlisis de los logros de los estudiantes, y de las vicisitudes que tuvo
que sorteat, el profesor que estuvo a cargo de la conduccién del trabajo presenta una
serie de reflexiones que se expresan como recomendaciones para la ensefianza.

Ampliacion del tema

Este apartado tiene como propésito profundizar en el tratamiento del contenido
matemdtico que se abordd en la sesién de trabajo. Se incorporan nuevos ele-
mentos y recursos didécticos cuya finalidad es ampliar el conocimiento de los
contenidos matematicos que se trataron en las sesiones de trabajo con alumnos
y los correspondientes con maestros.

EL CONTEXTO INTERNACIONAL Y PRINCIPIOS QUE ORIENTAN ESTE PROYECTO

Los resultados obtenidos por los estudiantes latinoamericanos en las evaluaciones
internacionales que se han efectuado recientemente, han acentuado la atencién



que los ministerios de educacién dedican a la ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas (Beaton et al, 1996; OECD, 2000). El andlisis de esas evaluaciones
sugiere enfdticamente que para mejorar esos resultados deben instrumentarse
nuevos programas orientados a la actualizacion, tanto de las formas de ensefianza
como del conocimiento de la disciplina por parte de los maestros de matemadticas
en servicio.

La investigacién realizada en los dltimos 30 afios sobre el aprendizaje de las
matematicas, ha proporcionado un conocimiento importante que plantea la necesi-
dad de nuevas estrategias de ensefianza, nuevos paradigmas para la formacién de
profesores, un nuevo curriculo y nuevas formas de evaluacién (Kilpatrick, 1992).
Los resultados de esas investigaciones han ejercido una fuerte influencia en el di-
sefio de los planes y programas de estudio de la ensefianza bdsica y, por lo mismo,
han surgido nuevas exigencias en el desempefio de los docentes, por ejemplo, en
muchos paises se incluyeron en los programas de estudio nuevas lineas tematicas,
como predélgebra, precélculo, probabilidad y estadistica.

La investigacion sobre la ensefianza ha cambiado del paradigma proceso-pro-
ducto—en el que el objeto de indagacién son los comportamientos del profesor—a
estudios abocados a sus concepciones y criterios para la toma de decisiones en el
aula. Asimismo, las teorfas que se enmarcan en el constructivismo social también
han tenido impacto en los programas de formacion de profesores y el curriculo de
la escuela bésica. Brevemente expuesto, estas teorias conciben el conocimiento
como un producto del trabajo intelectual de comunidades formadas por individuos
creativos; estas corrientes de pensamiento se reflejan en cursos y materiales que
intentan que el profesor deje su papel como transmisor de conceptos, hechos
bésicos y destrezas, para que se desempene como tutor del desarrollo del pensa-
miento matemadtico de sus estudiantes (Cobb et al., 1990).

Actualmente, se espera que los profesores hagan evidente en su practica pro-
fesional que estdn convencidos de que sus estudiantes no son “recipientes que
esperan ser llenados”, y los entiendan como sujetos intelectualmente creativos,
capaces de hacer preguntas no triviales, de resolver problemas y de construir
teorfas y conocimientos plausibles. Lo anterior exige que el maestro despoje
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al libro de texto, y a él mismo, de su papel como autoridad intelectual en la
clase y la deposite en argumentos rigurosos producidos por él y los estudiantes
(Thompson, 1992).

Esa nueva perspectiva de ensefianza requiere que el profesor conozca el
nivel de desarrollo del pensamiento matematico de sus alumnos, que construya
materiales intelectualmente ricos, y propicie un ambiente de trabajo en el que
el razonamiento de los educandos pueda set, al mismo tiempo, apoyado y
motivado.

Afinalesdelosochenta, se desarrollaron tres perspectivas distintas para estudiar
los procesos de cambio en las practicas de los profesores, cada una con fundamentos
tedricos diferentes. La perspectiva piagetiana, que se sustenta en la teorfa de
que un cambio en las ideas de los docentes sobre la naturaleza del aprendizaje y
de las matematicas, requiere necesariamente un proceso de desequilibrio de las
ideas previas y la reconstruccién de ideas mds poderosas (Schifter, 1993; Schifter
y Fosnot, 1993; Schifter y Simon, 1992). La corriente de las ciencias cognitivas
propone que los cambios en el profesor se dan a través de que modifique el conte-
nido y organizacién del conocimiento que posee, en consonancia con la evolucién
delrazonamiento matemdtico de sus estudiantes (Carpenter et al.,1988; Fennema
etal, 1996; Peterson et al,, 1989). La postura del constructivismo social expone
que lo que permite a los profesores resolver los conflictos entre sus creencias
sobre el aprendizaje y los avances que se observan en sus estudiantes, es el
proceso de negociacion entre ellos y sus alumnos sobre las normas para validar
la construccion de los conceptos e ideas matematicos (Ball, 1988; McDiarmid
y Wilson, 1991).

La serie Ensefianza de las Matemadticas del Proyecto de Tecnologia y Edu-
cacion a Distancia en América Latina y el Caribe, se propone compartir con los
profesores de matemdticas en servicio y los formadores de futuros docentes,
algunas estrategias plausibles que ejemplifican, mediante episodios de trabajo
en el salén de clases, como llevar a la préctica en el aula los planteamientos del
constructivismo social.
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EL MODELO DIDACTICO

En el periodo 2000-2003, se llevé a cabo en México un estudio con 800 maestros
de matematicas en servicio, en el que se evaluaron los efectos de la aplicacién de
un enfoque diddctico no convencional en sus practicas de ensefianza y conoci-
miento matemadtico (Cedillo, 2003). Los resultados de ese estudio muestran vias
promisorias para favorecer los aprendizajes de los estudiantes, aun con profesores
cuya docencia estd anclada en principios y concepciones tradicionales, y con un
débil conocimiento de la disciplina que ensefian. Expuesto sucintamente, ese
enfoque diddctico consiste en ensefiar las mateméticas escolares de manera similar
a como aprendemos el lenguaje materno, esto es, a través de su uso; el uso del
lenguaje matemdtico en actividades adecuadamente disenadas, permite que los
estudiantes vayan asignando significados plausibles a ese sistema de signos.

En el aula, lo anterior se traduce en que el profesor no parte de exponer
reglas, definiciones y ejemplos, en lugar de esto, el maestro propone una activi-
dad (problema) que le permite establecer una interaccién con sus estudiantes
a partir de las formas de razonamiento que ellos desarrollan. El progreso de
los alumnos enla actividad depende de la comprensién que logre el profesor de sus
formas no ortodoxas de comunicacién. Esto implica que el docente debe aceptar
que sus estudiantes aprenden cada uno a un paso distinto, y que debe saber
escucharlos para aprender acerca de las formas en que ellos razonan. Esta forma
de ensenanza exige que el profesor abandone la exposicién al frente del grupo
como estrategia de interlocucion, porque esto parte del supuesto de que el
maestro puede hacer avanzar a todos los estudiantes del grupo al mismo ritmo.
Ademds, es necesario que el docente desarrolle habilidades que le permitan
relacionar los avances no convencionales de sus alumnos con los temas mate-
maticos formalmente establecidos, lo cual requiere la capacidad de desarrollar
el curriculo a partir de los logros de los estudiantes.



EL APRENDIZAJE COOPERATIVO

El aprendizaje cooperativo puede describirse como una relacion entre estudiantes
que les requiere (Johnson y Johnson, 1989):

e Necesitarse unos a otros para realizar una tarea.

e Un ejercicio de responsabilidad individual, en el que cada uno tiene que
contribuir y aprender.

e Desarrollar habilidades para relacionarse: comunicacién, confianza en sf
mismos y en los demds, asumir eventualmente el liderazgo, tomar decisiones
y resolver conflictos.

La técnica de aprendizaje cooperativo favorece que los estudiantes no solamente
aprendan los contenidos propios de unadisciplina, sino que desarrollen habilidades
para cultivar relaciones personales con sus compaferos que probablemente no
desarrollarfan en una clase tradicional. Entre otras cosas, esto puede ocurrir si el
maestro tomaen cuentala relacién entre el desempefio del grupo y elindividual, la
preparacién de sus estudiantes y las dificultades comunes que éstos presentan.
Se han reportado resultados de investigacién que sefialan que el éxito del
aprendizaje cooperativo depende en buena medida de que los estudiantes se
propongan objetivos grupales claramente definidos, y que asuman responsabi-
lidades individuales bien especificadas (Leinken y Zaslavsky, 1999). Lindauer y
Petrie (1997), sugieren que el sistema de evaluacién del profesor puede apoyar
al logro de metas colectivas, si lo estructura de manera que los estudiantes sean
evaluados individualmente por su trabajo, y que el trabajo individual se oriente
a que colaboren con sus comparfieros en favor del éxito del grupo. Por una par-
te, la formulacién y el logro de objetivos grupales en el aprendizaje cooperativo,
proporciona a los alumnos una razén para trabajar juntos (Johnson y Johnson,
1989). Por otra parte, el exigir que cada individuo tenga responsabilidades par-
ticulares, asegura que todos los estudiantes se beneficiardn de la experiencia,
incrementando su comprension, a la vez que permite al maestro asegurarse
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de que todos en el grupo aprendan los nuevos conceptos. De esta manera,
el éxito que el grupo tenga en alcanzar sus objetivos depende del nivel de
logro que alcance cada uno de sus miembros.

El establecimiento de objetivos grupales y un sistema de evaluacién que
recompense el éxito puede hacerse de varias maneras, por ejemplo, el profesor
puede reforzar en sus estudiantes el valor de ayudarse unos a otros, si evalta el
nivel de logro del equipo con base en el aprendizaje de cada estudiante (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991; Posamentier y Stepelman, 1999). Mas especificamente,
el maestro puede asignar un porcentaje extra a la calificacién de un equipo de
trabajo en el que todos sus miembros lograron cierto puntaje. Las acciones del
docente que refuerzan los objetivos grupales y la responsabilidad individual,
ayudan a que los alumnos se preocupen por el éxito de sus compafieros, a que
desarrollen una mejor capacidad de escucha, y a que valoren métodos alternativos
para resolver problemas.

Lo anterior implica que los estudiantes deben estar especificamente preparados
para participar en un ambiente de aprendizaje cooperativo, y que los profesores
establezcan condiciones que garanticen experiencias exitosas de aprendizaje. El
aprendizaje cooperativo nose dapor el simple hecho de que los estudiantes trabajan
en equipos durante la clase, esta técnica de trabajo en el aula sélo es provechosa
cuando los miembros de un grupo se ven a sf mismos como parte de un equipo
que debe alcanzar un objetivo de manera conjunta, ante una tarea que individual-
mente es mucho mas dificil de llevar a cabo que haciéndolo con la colaboracién
de otros (Posamentier y Stepelman, 1999). El aprendizaje cooperativo se basa en
la premisa de que los alumnos que trabajan juntos son responsables no sélo de
su aprendizaje, sino también del de sus companeros (Lindauer y Petrie, 1997),
para esto, los estudiantes deben aprender a escuchar a los demads y a valorar el
hecho de que un problema puede ser abordado en mds de una forma. En sintesis,
podemos decir que el aprendizaje cooperativo es una buena estrategia de trabajo
en el aula; pero ésta no tiene éxito sin preparacion.

Slavin (1990) afirma que los profesores pueden enfrentar algunas dificulta-
des al aplicar la técnica de aprendizaje cooperativo, y s6lo obtendran resultados



provechosos si aprenden a emplearlo correctamente en la clase. El aprendizaje
cooperativo puede ir en detrimento del aprovechamiento de los estudiantes, los
alumnos menos avanzados pueden copiar el trabajo de los més adelantados del
grupo, y el resultado puede ser mas bajo del que ese alumno podria haber obtenido
en una clase tradicional. Otra posible dificultad es que los maestros deben estar
preparados para ceder parte del control que, tradicionalmente, tienen sobre las
actividades que se realizan en el aula. Si bien es necesario asegurarse de que los
estudiantes estdn realmente trabajando en un ambiente de aprendizaje coopera-
tivo, es dificil evitar que hagan mas ruido. Algunos docentes podrian percibir el
ruido como un indicio de pérdida de control.

EL APRENDIZAJE COOPERATIVO EN LA CLASE DE MATEMATICAS

Hay investigaciones que muestran que los beneficios del aprendizaje cooperativo
sereflejan en un mejor desempeno escolar, mejores habilidades para comunicarse
e interacciones sociales y académicas exitosas (Slavin, 1991; Stevens, Slavin
y Farnish, 1991; Whicker, Bol y Nunnery, 1997; Walmsley y Muiiiz, 2003).
Los efectos del aprendizaje cooperativo en el desempefio de los alumnos son
muy impresionantes, los logros de los estudiantes que pueden observarse en
los videos de esta serie ofrecen evidencias a este respecto. Esto se debe a diver-
sas razones, en el trabajo cooperativo los alumnos ven como sus compafneros
se encuentran en diferentes etapas de dominio de las tareas que enfrentan, y se
ayudan unos a otros, por ejemplo, cuando los estudiantes interactian en forma
cooperativa hacen el intento por explicar sus estrategias a los demds, empleando
las palabras de sus compafieros mds débiles (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).
En muchas ocasiones, los educandos que proporcionan la explicacién pueden
lograr asf una comprensién mads clara de la tarea que estdn abordando. Cuando
se pide a los estudiantes que expliquen, detallen y defiendan sus posturas ante
los demds, se esfuerzan en expresar mds cuidadosamente sus ideas. Asimismo, los
alumnos que escuchan las explicaciones de otros se esfuerzan en comprender
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otras formas de abordar una tarea determinada. El observar a los demds y prac-
ticar en este tipo de ambientes de trabajo, ayuda a los estudiantes a interiorizar
los conceptos que estdn intentando comprender o dominar (Stevens, Slavin y
Farnish, 1991).

Probablemente, uno de los mayores beneficios del aprendizaje cooperativo es
que incrementa la capacidad de los alumnos para comunicarse usando el lenguaje
de las matemadticas, y que este tipo de comunicacién les ayuda a comprender
mejor esta disciplina (Artzt, 1999). Johnson y Johnson (1989, p. 235) afirman
que “si la instrucciéon en matematicas procura ayudar a los estudiantes a pensar
matemadticamente, a comprender las conexiones entre diversos procedimientos
y hechos matematicos, y a ser capaces de aplicar el conocimiento matematico
formal de manera flexible y significativa, entonces, es indispensable emplear el
aprendizaje cooperativo en las clases de matemdticas”. De acuerdo con estos
autores, el aprendizaje cooperativo hace que las matemdticas se aprendan de ma-
nera activa, en vez de pasiva. Otros autores sugieren que, mediante la técnica del
aprendizaje cooperativo, los profesores promueven que sus estudiantes expliquen
lo que entienden, porque eso los obliga a integrar y ampliar su conocimiento de
manera diferente (Stevens, Slavin y Farnish, 1991).

Hay resultados de investigacién que confirman la conviccién de muchos maestros
de que los alumnos aprenden mejor de sus compafieros cuando se les pide
que expliquen cémo llegaron a las respuestas; los profesores que piden a los
estudiantes que expliquen cémo resolver un problema frente al grupo, ayudan
a que todos aprendan mds y enfatizan las habilidades para expresarse acerca de
conceptos matematicos (NCTM, 2000). El aprendizaje cooperativo permite a los
educandos dar y recibir explicaciones detalladas, esto les ayuda a aprender mds
que a los estudiantes que simplemente reciben las respuestas correctas (Stevens,
Slavin y Farnish, 1991). Es importante ejercitar la capacidad de comunicar ideas
matematicas para apoyar el desarrollo que el alumno tenga en esa disciplina.
Leiken y Zaslavsky (1999) reportan que el uso del aprendizaje cooperativo motiva
a los estudiantes a participar activamente en el aprendizaje de las matemadticas, y a
comunicarse entre ellos sobre cuestiones de esta disciplina.
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Otro beneficio del aprendizaje cooperativo es que permite a los alumnos trabajar
con otros en el logro de un objetivo comun y desarrollar habilidades para usar las
matematicas en interacciones sociales. De acuerdo con Whicker et al. (1997),
algunos de los resultados a corto plazo incluyen un incremento en el aprendizaje,
en la retencion y en el pensamiento critico. Comparado con un sistema competi-
tivo e individualista, las experiencias del aprendizaje cooperativo promueven una
alta autoestima en los estudiantes (Johnson, Johnson y Holubec, 1984; Johnson
y Johnson, 1989). El aprendizaje cooperativo puede reforzar el sentimiento de
autoaceptacion del alumno, en tanto que la competitividad puede afectar de
manera negativa dicha aceptacion, y las actitudes individualistas tienden a estar
relacionadas con un rechazo bésico de si mismo (Johnson, Johnson y Holubec,
1984). Los alumnos, generalmente, disfrutan la experiencia de trabajar en forma
cooperativa, y les importa que sus compafieros los tengan en buen concepto. La
necesidad de ser aceptados también los ayuda a lograr ser exitosos escolarmente,
esta percepcion de éxito incrementa su autoestima.

Los resultados a largo plazo del aprendizaje cooperativo incluyen la habilidad
para ser contratados para trabajar y tener éxito en su carrera (Johnson y John-
son, 1989). Muchos empleadores valoran a un empleado con habilidades para
comunicarse, con responsabilidad, iniciativa, interaccién interpersonal y poder
de decision. Todas estas cualidades pueden ser desarrolladas al tener experien-
cias de aprendizaje cooperativo. El aprendizaje cooperativo no sélo ayuda a los
estudiantes a aprender matemadticas, sino que coadyuva en su preparacién para
la vida después de graduarse.

A manera de sintesis podemos sugerir que el aprendizaje cooperativo puede
ser exitoso si:

e Se emplea para abordar actividades que exijan la colaboracién del grupo.

e [os profesores cuentan con algun tipo de sistema de recompensas grupales
que contemple la responsabilidad individual.

e Los maestros logran crear una actitud en sus alumnos que les conduzca a
escuchar atentamente las ideas de los demds.
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COMENTARIOS FINALES

En la serie Ensefianza de las Matematicas asumimos la premisa de que en la
préctica profesional los sujetos tienen experiencias que producen cambios en sus
conocimientosy creencias. Este principio es una combinacién de lo planteado por
el constructivismo social y las ciencias cognitivas. Por una parte, asumimos que
la prdctica profesional incluye la interaccién creativa entre profesores, y de éstos
con los estudiantes; por otra parte, implica que los individuos vamos modificando
nuestras concepciones y acciones a partir del conocimiento que adquirimos sobre
las formas de razonamiento de otros sujetos. La evidencia obtenida de la inves-
tigacién sugiere que lo que esencialmente promueve cambios en los profesores
son ciertos episodios que se dan en el aula, que les permiten atestiguar 1o que
sus estudiantes pueden lograr sin que “ellos se los hayan ensefiado” (Cedillo y
Kieran, 2003).

Indudablemente, serdn los profesores que hagan uso de los materiales que
Se proporcionan en esta serie, los que emitan un mejor juicio sobre el alcance y
pertinencia de los propdsitos que nos hemos planteado, y sobre las estrategias
de trabajo que en este proyecto hemos empleado.
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INTRODUCCION

El principal cambio que enfrentan los alumnos cuando pasan del estudio de
la aritmética al del &lgebra es la incorporacion del uso de literales. De aquf en
adelante deberdn utilizar expresiones cuyos componentes centrales son letras,
las cuales estdn combinadas con nimeros y signos de operacion que hasta el
momento les son familiares. Un punto central en el dlgebra es el uso que se
dé a las literales; resulta crucial este aspecto para que los alumnos puedan
construir, manipular y usar expresiones algebraicas en diversos contextos.

Los diferentes usos que tienen las literales son como: incdgnita, nimero ge-
neralizado y variables en una relacién funcional. Cada uno de estos usos puede
orientar el trabajo algebraico hacia contenidos especificos. El uso de letras como
incognitas lleva al estudio de las ecuaciones; el uso como nimeros generalizados,
a la manipulacion algebraica; y como variables, al estudio de funciones.

El interés en las sesiones de trabajo de este mddulo estd centrado en el uso
de las letras como incdgnitas, el cual implica el estudio de ecuaciones. Existen
conocimientos matematicos esenciales involucrados con el tema de ecuaciones,
Kieran (1999, p. 350) considera primordiales los siguientes para alumnos que se
inician en el estudio del dlgebra:

a) Saber que las letras simbolizan ndmeros,

b) que el signo igual representa la equivalencia entre los dos miembros de una
ecuacion, y

¢/ queelmiembrodellado derechode unaecuacion no necesariamente consiste
de un simple término numérico.

Estos tres conocimientos, necesarios para el trabajo con ecuaciones algebraicas,
permiten abordar con mejores perspectivas la resolucién de ecuaciones.
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Aunque el fin dltimo de la ensefianza sea que los alumnos tengan el dominio de
algunos métodos formales para resolver ecuaciones, no siempre la ensefianza de estos
métodos puede resultar el mejor inicio. Kieran (1999, p. 350) menciona acerca de
la resolucién de ecuaciones:

Al operar sobre una ecuacién, como un objeto matemdtico, se involucra el procesc
formal de llevar a cabo la misma operacién en ambos lados de la ecuacién.

Sin embargo, este proceso formal no es del dominio inmediato por parte de los
alumnos, incluso, aun cuando el maestro muestre en el pizarrén en repetidas
ocasiones sus diferentes pasos, esto no es garantia de que los alumnos se apropien
de dicho método.

Existen diferentes estrategias para que 1os alumnos se inicien en la resolu-
cién de ecuaciones, desde métodos basados en los conocimientos aritméticos
previos de los alumnos hasta secuencias diddcticas que preparan el camino
para el aprendizaje de los métodos formales.

Cedillo (1999b), por ejemplo, trabajé con alumnos, de 11-12 afios que atn
no se iniciaban en el estudio del dlgebra, ecuaciones de las formas x+b=c, bx=c,
y b+x=c (a, b y ¢, constantes) con apoyo de una calculadora y sin mayor infor-
macién para los alumnos que la instrucciéon “encuentra los numeros que faltan”.
De los resultados obtenidos en este trabajo, Cedillo (1999b, p. 11) destaca los
siguientes:

e Paraninguno delos alumnos represent6 alguna dificultad la abrupta inclusién
de literales en el contenido de expresiones aritméticas.

e Todos los alumnos pudieron resolver correctamente las ecuaciones de las
formas xta=b, ax=b, y x+a=>b.

e (Quince alumnos pudieron resolver las ecuaciones de laformaa+x = b, 12 de
ellos lo lograron mediante el procedimiento de ensayo y error, tres pudieron
desarrollar métodos que muestran que fueron capaces de empezar a operar
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con “lo aun desconocido”. Sus respuestas muestran una version del proceso
denominado operar con la incégnita (Filloy y Rojano, 1984, 1989).

En la experiencia de Cedillo, se observé que los alumnos desarrollaron a
partir de sus conocimientos previos, sin la instruccién anterior de un método
formal para resolver ecuaciones, estrategias no convencionales. Ademas, que
los alumnos generaron un amplio sentido acerca del significado de las letras
como simbolos que representan nimeros, y de que el signo igual representa
la equivalencia entre los dos miembros de una ecuacion.

Kieran (1999, p. 350) enlista diferentes métodos empleados por alumnos para
resolver ecuaciones, 10s cuales son los siguientes:

a) Uso de hechos numeéricos,

b) uso de técnicas de conteo,

¢) “encubrimiento” de nimeros,

d) deshaciendo operaciones (o trabajando hacia atrds),

e) sustitucién por ensayo y error,

/] transposicién (esto es, cambia de lado-cambia de signo), y

g/ llevando a cabo la misma operacion en ambos lados de la ecuacion.

Los métodos /) y g/ se consideran métodos formales, mediante los cuales es
posible operar sobre la ecuacién como un objeto matemético, un ejemplo del
método g/ se ilustra a continuacion.

2x+3=7
2x+3-3=7-3
2x=4
2x+2=4=+2
x=2
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Los métodos a)y b)surgen por lo general de la experiencia aritmética que tienen
alumnos que se inician en el estudio del dlgebra, Kieran (1999, p. 350) describe
estos métodos:

Por ejemplo, para resolver 5 + n = 8 se puede recordar el hecho numérico de que la
adicién de 5 mds 3 es 8, entonces n = 3, en este caso el método se basa en el uso del
conocimiento de un hecho numérico. Resolver la misma ecuacién contando desde
el 5 hasta el 8, de uno en uno, notando que tres nimeros son contados en orden
después del 5 para llegar al 8, es un ejemplo de resolucién mediante un método que
usa técnicas de conteo.

Los métodos ¢/, d) y e) pueden auxiliar a los alumnos en la futura empresa de
apropiarse de los métodos formales para resolver ecuaciones. Para resolver la
ecuacion 4x + 3 = 6, es posible comenzar a probar con diferentes valores para
X que vayan aproximando el valor del lado izquierdo de la ecuacién con el
del lado derecho, por ejemplo: 4 (1) +3=7;4(5)+3=5;4(7)+3=5.38;
4(8)+3=6.2,4(75)+ 3 =6, este método de sustituciéon por ensayo y error
ayuda a que los alumnos gradualmente reconozcan que la literal involucrada en
una ecuacion representa un numero que permite la equivalencia entre los lados
derecho e izquierdo de la ecuacion.

En el “método de encubrimiento” es posible considerar la concepcién de
ecuacion generada en el trabajo de Kieran (1981, citado en Kieran, 1999),
como “una identidad aritmética con un ntimero oculto”. En dicho trabajo
los alumnos reconocieron que las letras simbolizan nimeros, la equivalencia
entre los lados de una ecuacién y la posibilidad de que el lado derecho de
una ecuacién no sea sélo un nimero.

El trabajo a realizar en este mddulo estd enfocado en promover la generacién
de métodos para resolver ecuaciones a partir de los conocimientos aritméticos
previos de los alumnos. En la primera sesién de trabajo, a partir de un problema
que estd en un contexto de la vida cotidiana (la telefonfa celular), los alumnos
deben construir expresiones algebraicas que representen las diversas situaciones
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que vayan surgiendo del analisis del problema. Asf como derivar a partir de dichas
expresiones métodos para la resolucién de ecuaciones lineales. En la segunda
sesion de trabajo los alumnos aplicardn los métodos encontrados, en la sesién
anterior, para resolver ecuaciones de diversas formas: x + b = ¢, ax + b = c,
a(x+b)+c=dy X;“ + ¢ = d. La mayor parte de las ecuaciones utilizadas
en la segunda sesion de trabajo fueron tomadas de Cedillo (1999b, p. 98 y
104).
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ECUACIONES DE PRIMER GRADO

OBJETIVOS
Que el alumno:

e [dentifique las letras como representantes de nimeros.

e Reconozca la equivalencia entre los lados derecho e izquierdo de una
ecuacion.

e Desarrolle métodos para resolver ecuaciones, a partir de sus conocimientos
aritméticos.

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS ALUMNOS
Primera sesion: Actividades, tiempo, descripcion y recursos

[nicio (2 min). El maestro saluda al grupo y explica la dindmica de la clase.

Cépsula de video (7 min). Proyeccién de un video que muestra diversas situa-
ciones de la vida cotidiana que requieren del uso de las matematicas (Video:
telefonia celular).

Preguntas relacionadas con el uso de un teléfono celular (5 min). Los alumnos
responden preguntas relacionadas con el uso de un teléfono celular (Hoja
de trabajo).

Trabajo en equipo (7 min). Los alumnos escriben una expresion algebraica y
completan una tabla relacionada con el uso de un teléfono celular (Hoja de
trabajo).
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Exposicion del trabajo realizado (5 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Trabajo en equipo (7 min). Los alumnos responden preguntas de un nuevo pro-
blema relacionado con el uso de un teléfono celular (Hoja de trabajo).
Exposicion del trabajo realizado (5 min). Después de un tiempo se exponen y

confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).
Trabajo en equipo (7 min). Los alumnos inventan un problema a partir de una
ecuacion proporcionada por el maestro (pizarrén y marcadores).
Exposicion del trabajo realizado (5 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Segunda sesién: Actividades, tiempo, descripcién y recursos

Revision de la sesion de trabajo anterior (5 min). El maestro comenta con los
alumnos acerca de lo realizado en la clase anterior.

Resolucion de ecuaciones (8 min). Los alumnos resuelven una serie de ecuaciones
proporcionadas por el maestro (Hoja de trabajo, calculadora).

Exposicion del trabajo realizado (7 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Resolucion de ecuaciones (8 min). Los alumnos resuelven otra serie de ecuaciones
dadas por el maestro (hoja de trabajo, calculadora).

Exposicion del trabajo realizado (7 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).

Construccion de ecuaciones (8 min). Los alumnos inventan una ecuacién a
partir de una solucién proporcionada por el maestro.

Exposicion del trabajo realizado (7 min). Después de un tiempo se exponen y
confrontan las soluciones (pizarrén y marcadores).
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DESCRIPCION DE LAS ACTIVIDADES
Primera sesion

Capsula de video

Los alumnos observan un video en el que se muestran diversas situaciones en
donde es posible usar matemadticas: en el cdlculo de intereses, en la construc-
cién de edificios y en la telefonia celular. La dltima, la de la telefonfa celular, es
utilizada para desarrollar la primera sesién de trabajo. El video muestra al final
el siguiente enunciado:

Una compafifa telefénica ofrece teléfonos celulares que operan con tarjetas de dife-
rentes precios, y cobra $6.00 pesos por minuto (o fraccién).

Preguntas relacionadas con el uso de un teléfono celular
En una hoja de trabajo se propone a los alumnos la siguiente situacién relacionada
con el mensaje mostrado al final del video:

Site regalan un teléfono celular de dicha compania con una tarjeta de $200.00,
que te da un crédito de $300.00:

1. ;Alo mds cudntos minutos puedes hablar con este crédito?

2. ;Cudnto gastas de tu crédito de $300 si haces una llamada de 5 minu-

tos?

;Cuadnto gastas de tu crédito de $300 si hablas 17 minutos?

4. Situ crédito estd en $120.00, ;a lo mds cudntos minutos has usado de tu
crédito de $300?

w

Trabajo en equipo
Una vez resueltas las preguntas anteriores los alumnos responden a los siguientes
incisos de la Hoja de trabajo:



Construye una férmula que te permita determinar cudnto gastaste de tu
crédito en una llamada si conoces el ndmero de minutos que hablaste.
Reescribe la formula que construiste en el inciso anterior, considerando que
el gasto por la llamada fue de:

a) $150.00
b) $240.00

Completa a siguiente tabla:

Crédito que queda

Minutos hablados g 105 300 pesos ()

10

17
60.00
30.00

Construye una férmula que te permita determinar cudnto crédito te queda
de los $300.00 si conoces el nimero de minutos que hablaste.

Reescribe la expresion algebraica que construiste en el inciso anterior, con-
siderando que el crédito que te queda de $300.00 es de:

2) $30.00
b) $252.00

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos exponen sus respuestas de los incisos anteriores y en conjunto con
el maestro las confrontan.

Trabajo en equipo
El problema inicial de la clase se modifica quedando de la siguiente forma:

37



La compania telefénica ha cambiado las condiciones del cobro de las llamadas, y
ahora cobrard por el tiempo que dure la llamada, es decir, las fracciones de minuto las
va a cobrar por lo que corresponda, manteniendo la tarifa de $6.00 por minuto.

Los alumnos trabajan en equipo para responder las siguientes preguntas:

10. Usa la férmula que escribiste en el inciso 5) para responder las siguientes
preguntas:

a) ;Cudnto tiempo hablaste si el gasto de la llamada fue de $45.00?
b) ¢Cudnto tiempo hablaste si el gasto de la llamada fue de $69.00?
¢) ¢Cuanto tiempo hablaste si el gasto de la llamada fue de $31.50?

11. Usa la férmula que escribiste en el inciso 8), para contestar las siguientes
preguntas:

a) ;Cudntos minutos hablé si me quedan $243.00 de mi crédito de

$300.00?

b) ¢Cudntos minutos hablé si me quedan $165.00 de mi crédito de
$300.00?

¢) ¢Cuantos minutos hablé si me quedan $7.50 de mi crédito de
$300.00?

Exposicién del trabajo realizado
Los alumnos exponen sus respuestas en el pizarrén y las confrontan en forma
conjunta con el maestro.

Trabajo en equipo
Los alumnos inventan por equipo un problema a partir de la siguiente ecuacién
proporcionada por el maestro:

4.5x +30 =156
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Exposicion del trabajo realizado
Los equipos de trabajo exponen a la clase el problema inventado.

Segunda sesion
Revision de la sesion de trabajo anterior
El maestro comenta con los alumnos lo realizado en la sesién de trabajo anterior

con respecto a la situacién de la telefonfa celular.

Resolucion de ecuaciones
Los alumnos resuelven una Hoja de trabajo que incluye los siguientes incisos:

1. En las siguientes expresiones encuentra el nimero que falta.

a) b+1.03=247 b)) m—1.67=3025 'c) p-1222=405
52 5
d)48-r=35 ) 22 =4 1f) Sxb-1=29
r= o Lob=
Lon= !
g k-15=62 th)2xc= 1) 3xa+1=121
k= E c= E a=

2. ;Hayalguna forma que les permita verificar que sus respuestas son correctas?
Discutan esto con sus compafieros y anoten el método que les parezca més
eficaz.

3. Una alumna dice que el nimero que faltaen 4 x d + 2 =4 es 0.5. ;Estdn de
acuerdo con ella? sPor qué?

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos muestran en el pizarrén cémo resolvieron algunas de las ecuaciones
contenidas en la Hoja de trabajo.



Resolucion de ecuaciones
Los alumnos resuelven los siguientes dos incisos:

4. Encuentra el nimero que falta en cada una de las siguientes expresiones.

a 4(x+12)+7=87

b 10+3(y-8)=31

5. Escribe cémo le explicarfas en forma clara a un comparfiero el método para
resolver ecuaciones como las que acabas de resolver.

Exposicion del trabajo realizado
Los alumnos muestran en el pizarrén c6mo resolvieron algunas de las ecuaciones
contenidas en la Hoja de trabajo.

Construccion de ecuaciones
El maestro propone a los alumnos construir ecuaciones, como las que hasta el
momento han resuelto, cuya solucién sea 20.

Exposicioén del trabajo realizado

Los alumnos escriben en el pizarrén y explican algunas de las ecuaciones cons-
truidas, cuya solucién es 20.
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Lo QUE HICIERON LOS ALUMNOS
Respuestas esperadas

Primera sesién de trabajo

La situacién que se present al inicio de esta sesién de trabajo estd relacionada
con un teléfono celular que tiene de crédito $300.00 y cobra $6.00 por minuto
(o fraccién).

Los alumnos determinaron los minutos que pueden hablar con $300.00, el
costo de una llamada de 5 minutos y una de 17 minutos, y los minutos utilizados
si el crédito que queda es de $120.00, mediante operaciones aritméticas.

La férmula que un alumno escribié para determinar el costo de una llamada
fue 6x, de la cual comento que es “para sacar los pesos”, en donde x representa
la duracién de la llamada y 6 es el precio por minuto.

Los alumnos también determinaron la duracién de una llamada a partir de
su costo, por ejemplo: si el costo de una llamada es de $150.00, entonces, se
efectda la operacién: 150 + 6 = 25, por lo tanto, 25 fue el nimero de minutos
que se ocuparon en llamadas telefénicas. Para una llamada de $240, se efectta
240 + 6 = 40, entonces la duracién de la llamada fue de 40 minutos. La férmula
escrita para efectuar estos calculos fue a + 6, en donde a representa el costo de
la llamada.

La siguiente tabla fue completada por los alumnos.

. Crédito que queda
Minutos hablados de los 300 pesos ($)

270

240

198
60.00
30.00
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La columna de la derecha se llené mediante la siguiente férmula:
(300) — (a x 6), con a = minutos.
Los célculos realizados para los dos primeros renglones fueron los siguientes:

300 - (5) (6) =300 - 30 =270
300 - (10) (6) =240

Para completar la columna izquierda de la tabla un alumno mencioné: “Como
son aqui $300 (refiriéndose al crédito inicial) se le resta el crédito que te queda
y luego lo que salga se divide entre los pesos que cuesta el minuto”.

Por ejemplo, cuando quedaba un crédito de $30.00, los célculos realizados
fueron los siguientes: 300 — 30 = 270 y 270 + 6 = 45, por lo tanto, los minutos
hablados fueron cuarenta y cinco.

La siguiente férmula escrita por un alumno representa las operaciones del
pérrafo anterior:

300—x
6 ’
en la que x son 1os pesos que han cobrado por las llamadas realizadas.

Un alumno sefnalé que tenfa otra férmula, la cual consistia en determinar
primero los minutos disponibles con el crédito original, en este caso $300 equi-
valen a 50 minutos; en seguida, el crédito que queda se dividia entre el costo
por minuto, en este caso 60 = 6 = 10, por lo tanto, quedan 10 minutos; y por
ultimo, se efectuaba la operacién 50 — (60 + 6) = 50 — 10 = 40, por lo tanto, 40
minutos son los que se habian utilizado.

Elinciso 9d de la Hoja de trabajo, fue resuelto por los alumnos de la misma
forma de como completaron el lado izquierdo de la tabla: 300 — 252 = 48 y
48 + 6 = 8, por lo tanto, cuando quedaban $252.00 de crédito, se han usado 8
minutos.
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Los incisos 10) y 11) de la Hoja de trabajo fueron resueltos a través de los
procedimientos utilizados en los incisos anteriores. La variante del problema
en estos Ultimos incisos consistié en que el cobro era por el tiempo que dura la
llamada, es decir, considerando las fracciones de minuto.

Porejemplo, para unallamada de $45.00, 1a duracién fue de 7 minutos y medio,
lo cual equivale a 7 minutos 30 segundos. Cuando queda un crédito de $243.00,
los minutos hablados se calcularon con las siguientes operaciones: 300 — 243 = 257
y 57 + 6 = 9.5, entonces, se habfan utilizado 9 minutos 30 segundos.

La dltima actividad de la sesién de trabajo consistié en inventar un proble-
ma a partir de la ecuacién 4.5x + 30 = 156. Los problemas escritos fueron 1os
siguientes:

Problema 1. Una compafifa cobra 4.5 por minuto, si te suman $30 y tu tarjeta
era de 156 pesos, jcudntos minutos gastaste?

La solucion escrita en el pizarrén consistié de las siguientes operaciones:

156 =30 =126
126 + 4.5 =28
28 son los minutos que hablaste.
La comprobacién fue:
28 x4.5=126
126 + 30 = 156

Problema 2. Sientotalme cobraron $156 por unallamada en la que pagué $4.50
por minuto y aparte me cobraron $30 de IVA, ;cudntos minutos
hablé?

La ecuacion y la solucidn escritas en el pizarrén fueron:
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4.5x+30=156

x=7
156 =30 =126
126 -4.5=28

Problema 3. Una compaiiia cobra $4.50 por minuto, y por mensaje $1.00. Si
mandé 30 mensajes e hice una llamada y gasté $156.00, ;cuanto
gasté en la llamada?

Problema 4. Tengo 28 alumnos y cada uno me da 4.5 galletas y después otro
niflo mas llega con 30 galletas.

Con respecto al cuarto problema, un alumno comento:
La x serfa en donde estd el 156.

Este comentario lo realizé porque al escuchar el problema inventado por sus com-
pafieros observé que dicho problema correspondfaalaecuacién (4.5) (28) + 30 = x
en vez de la ecuacion 4.5x + 30 = 156.

Segunda sesion de trabajo

Alinicio de esta sesién los alumnos comentaron acerca de lo realizado el dia ante-
rior. Al recordar la ecuacién 4.5x + 30 = 156, con la cual los alumnos inventaron
sus problemas, se generd el siguiente intercambio de preguntas y respuestas:

Maestro: ;Qué es lo que hacen con una expresién como ésta?

Alumno: Intentar despejar la incégnita.

Maestro: ;Qué es eso de incdgnita?

Alumno: Que no sabemos qué nimero es pero con operaciones con los mismos
nimeros que tenemos ahi lo sacamos.
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Este tltimo comentario describe de manera genérica la forma en que los alumnos
resolvieron de manera implicita diversas ecuaciones desde la primera sesién de
trabajo. Después de esto, los alumnos resolvieron diversas ecuaciones que les
fueron proporcionadas en hojas de trabajo; a continuacién se presenta la forma
en que lo hicieron con algunas de las ecuaciones.

* b+1.03=24.7
24.70 - 1.03 =23.67
23.67 es “lo que suma b”

o 52_4
n
n=13
52+4=123

e 3Ixa+1=121

121-1 =120
120+3 =40
a=40

e 4(x+12)+7=87
Primera forma de resolver la ecuacion:

x=38
87-7 =80

“4 por qué ntmero te da 80", es decir, qué ntimero multiplicado por 4 da como
producto 80.

20 x 4 =80

8+12=20
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Segunda forma de resolver la ecuacion:
Primero se hace la operacién 87 — 7 = 80, enseguida la divisién 80 + 4 = 20,
y entonces 20 — 12 para que salga el resultado, 8.

« 10+3(y-8)=31

y=15

31 -10=21
21+3=17
T+8=15

Para hacer la comprobacién, primero se resolvid la operacién de los parénte-
sis 15 -8 =7, en seguida la multiplicacién 3 x 7 = 21, y al tltimo la suma
21 + 10 =31.

El alumno que mostré su solucién, comenté que él tuvo dificultades al
intentar resolver esta ecuacion las primeras veces, él pensaba que primero se
debfa efectuar la suma 10 + 3 = 13, en seguida la multiplicacién 13 x (y — 8),
y entonces se debfa dividir ?31 para conocer qué nimero multiplicado por
13 daba como resultado 31. Su error se debié a que no respetaba el orden
de las operaciones.

e 34-2a-1)=18

El alumno que pasé a mostrar cdmo resolvid esta ecuacién, comenté: “Ya que
paso él entendi mi error, dénde estaba e hice lo siguiente”, se referfa a la expli-
cacion que dio su companero, en el inciso anterior, acerca de su confusién en el
orden de las operaciones.

a=9
34 -18=16
16 +2=28
8+1=9



Otro alumno sefialé que la solucién @ = 9 no era correcta porque al hacer la
comprobacién no se cumplia la igualdad, como se muestra a continuacion:

Operando de izquierda a derecha en la ecuacién: 34 — 2(a — 1) = 18, se tiene
34 -2=32.

Se encontré que a =9, entonces (a—1)=(9 - 1) = 8.

Entonces se debe multiplicar 32 x 8, lo cual no da como resultado el valor
del segundo miembro de la ecuacién, el 18.

Es evidente que el alumno en su comentario no estd considerando el orden
de las operaciones.

Sin embargo, ante esta observacién, se dio la siguiente explicacién:

“El 2 estd junto al paréntesis, ahf significa que se multiplica, entonces como primero
se deben resolver las multiplicaciones y después las sumas y las restas, entonces se
debe multiplicar primero el 2 por el resultado del paréntesis”.

Con estas consideraciones fue posible comprobar la igualdad, lo cual se muestra
en seguida.

Comoa=9,entonces(a—1)=(9—1)=8,entonces2 x 8 =16y 34 — 16 = 18,
en esta ocasion la equivalencia entre los miembros de la ecuacién si se cumple.

e Tb+3)-5=51

Primera forma de solucién:
b=5

El alumno sabfa que la multiplicacién de 7 x 8 es 56 y que 56 — 5 = 51; entonces,
(b +3)debe seriguala8y b =35.

Segunda forma de solucién:
En esta otra forma de solucién los alumnos acudieron a las operaciones
inversas.



56
=3
7
8_3=5
o« 24+P%8 o
p=10

El alumno al mostrar su solucién explicé que “para que te dé 28 teniendo 22
requiere de sumdrsele 6... ;Qué nimero dividido por 3 da 6?, este nimero es
18, y luego 10 + 8 = 18, por lo tanto, p = 10”. Para validar su respuesta mostré
que F=6y22+6=28

q-3

. =16

Primera forma de solucién:
g=15

El alumno comenté: “primero hice 16 — 13 = 3... Si necesito que con esta ope-
racién (se refiere a 4_ ’ ) me dé 3, necesito encontrar un nimero que resténdole
3 y dividiéndolo entre 4 me dé 3... El numero es 15, porque 15 -3 =12y
12+4=3".

Segunda forma de solucion:
Esta solucién fue mediante las operaciones inversas:

16 -13=3,3x4=12,y 12+ 3 =15, entonces, g = 15.

48




Después de revisar las ecuaciones de las hojas de trabajo, el maestro propuso
al grupo resolver la ecuacién

S(x+3)

P rn2=17,

la solucién dada por uno de los alumnos se describe a continuacion:

“x=4... Lasdos primeras operacionesfueron: 17 - 12=5y5x7=35...3+4 =7,
y con el resultado puedo comprobarlo porque 7 x 5 = 35”.

La dltima actividad de esta sesién de trabajo consistié en inventar ecuaciones cuya
solucién era 20. Algunas de estas ecuaciones y las operaciones escritas por los
alumnos, para resolverlas o hacer la comprobacién, se ilustran a continuacién.

° S5(xx2)-3=197

x=20

197 + 3 =200
200 +5=40
40 +2=20

e 2(54-x)+3-10=61
x=20
61+10="71
71 -3 =68
68 ~2 =134
54 -34=20

R 8((x+7)+3)_23=1

3

El alumno que escribi6 esta ecuacion modificé en varias ocasiones el niimero que
se estaba restando, y que al final qued6 en 23, para cumplir con la equivalencia
de ambos miembros de la ecuacion.
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Este alumno hizo los siguientes comentarios cuando escribia las operaciones:

“6+12=5...5x4 =20, para que nos salga lo de arriba (refiriéndose a que
5(x+5) debfa ser 20)... 20 + 5 = 4; para que nos salga lo del paréntesis (en este
caso x + 5 debfa ser igual a 4) ... 4 x 5 = 20; para que nos salga lo de arriba... en
este otro caso a debe ser igual a 20”.

Respuestas no esperadas

La idea de realizar este médulo sin acudir a los métodos formales para resolver
ecuaciones, se basé en la conviccién de que los alumnos pueden generar sus
propios métodos a partir de sus conocimientos previos de aritmética. Sin em-
bargo, hubo respuestas que rebasaron parte de las expectativas previstas por la
forma en que los alumnos fueron capaces de visualizar una ecuacion en partes
y como un todo.

Por ejemplo, al resolver ecuaciones como 22 + ? ;8 = 28, los alumnos podian
leer de inicio la ecuacién de manera global 22 + 6 = 28 y entonces procedian a
centrarsuatencion en partes cadavez méslocales, como p B _6 , pasando entonces
a una nueva lectura =6, y concluir con p + 8 = 18. Obtenldo ast la solucién de
la ecuacion, p = 10. De esta manera, transitaban de una expresion compleja a
una cada vez mds sencilla, que les permitia obtener la soluciéon de manera casi
directa.

Dificultades

La principal dificultad que enfrentaron los alumnos fue durante la segunda sesion
de trabajo al tener que resolver las siguientes ecuaciones:
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10 +3(y — 8) = 31
34-2(a-1)=18

El problema radic6 en la forma de efectuar las operaciones. Al inicio intentaron
resolverlas de izquierda a derecha, aunque respetaron la prioridad de los parén-
tesis. Por ejemplo, transformaban la ecuacién 10 + 3(y — 8) = 31 para obtener
13(y — 8) = 31 (sumaban incorrectamente 10 + 3). Entonces, dividfan 31 + 13,
con lo cual hallaban un ndmero al que le sumaban 8, y asi, podfan determinar
el valor de x. En esta situacion el maestro intervino en los distintos equipos de
trabajo para ayudarles a reconsiderar la forma en que estaban operando. El pro-
blema fue superado gradualmente por los alumnos, por ejemplo, un alumno en
su momento coment6 lo siguiente: “el 2 estd junto al paréntesis... ahf significa
que se multiplica; entonces, como primero se deben resolver las multiplicaciones
y después las sumas v las restas, se debe multiplicar primero el 2 por el resultado
del paréntesis”. Esta mencion hace referencia a la forma de operar en la ecuacién
34 -2(a-1)=18.

PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES CON LOS MAESTROS
Actividades, tiempo, descripcién y recursos

Resolucidn de ecuaciones (15 min). Los maestros resuelven el primer inciso de
la Hoja de trabajo que contiene diversas ecuaciones (Hoja de trabajo).
Exposicion del trabajo realizado (10 min). Después de un tiempo se exponen y

confrontan las diferentes soluciones (pizarrén y marcadores).

Lectura e interpretacion de una expresion algebraica (10 min). Los maestros
leen e interpretan la expresion algebraica del segundo inciso de la hoja de
trabajo (pizarrén y marcadores).

Exposicion del trabajo realizado (10 min). Los maestros exponen la lectura e
interpretacién de la expresion algebraica (Hoja de trabajo).



Descripcién de las actividades
Resolucion de ecuaciones
Los maestros resuelven el primer inciso de una hoja de trabajo que contiene

diversas ecuaciones, las cuales son las siguientes:

1. Encuentra el nimero que falta en cada una de las siguientes expresiones. El
reto consiste en hacer tantas como te sea posible en 15 minutos.

1 1Y 1 ’
g —x+ x-1=0 0 2=[) ¢ 2:(...)
(x-2) 4 (x=2) 2

g 2_6x+9=2 ¢ x*-6x+9=-1 S (x-3)=-1

2
x‘—4 1 1
:4 h} = 1} =
¢ x2-2 X’ +2 11 Jx+9 5
jJ 3 x—1=6 K x®—6=58 ) 4 x-3=12
m5 1+x=1

Exposicién del trabajo realizado
A todo el grupo de trabajo los maestros exponen los diferentes métodos utilizados
para resolver las ecuaciones propuestas en la Hoja de trabajo.

Lectura e interpretacion de una expresion algebraica

El segundo inciso de la Hoja de trabajo contiene una expresion algebraica que los
maestros deben leer e interpretar de tal forma que obtengan la mayor informacién
posible de dicha expresion, la cual es la siguiente:
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2. ;Qué informacién puedes obtener de la siguiente expresién simplemente
observédndola?

(x=bxr-c)r-d)  (x-a)x-c)x=d) p (x-a)x=-b)x~d) .

(@=b)a-c)a-d)  (b-a)b-c)b-d) (c-a)c-b)c-d)  (d-a)d-b)d-c)

Exposicion del trabajo realizado
Una vez que los maestros realizan el segundo inciso de la Hoja de trabajo, expo-
nen sus observaciones y las confrontan con el grupo de trabajo.

Lo QUE HICIERON LOS MAESTROS
Respuestas esperadas

Para resolver las ecuaciones del primer inciso varios maestros acudieron a los
procedimientos algebraicos convencionales para encontrar el nimero que faltaba
en cada ecuacion. Sin embargo, hubo maestros que comenzaron a visualizar las
expresiones y sin necesidad de efectuar mayores cdlculos determinaban el valor
de la incégnita. Por ejemplo: en la ecuacién (X_' 2 [ ‘g vieron que ( 4) = en
tonces (x — 2%) debfa ser igual a 64, por lo tanto x puede ser igual a 10 0 —8. De
esta forma comenzaron a revisarse la solucién de otras de las ecuaciones.

En el caso del segundo inciso fueron diversos los comentarios que se hicieron.
Un maestro sugiri6 la posibilidad de factorizar cada término de la expresion,
por ejemplo, el término E: Z;EZ ZEZ d)A factorizarlo como 4 y asf para los
demds términos, lo cual se observé que no era posible. Otro Maestro comentd
que si que x tuviera el valor de a, la expresién f" Z;i: cig 9 daria 1. Entonces,
si x = a toda la expresion serfa A; si x = b toda la expres1on es B; si x = ¢ toda
la expresion es C; y si x = d toda la expresién es D.

Los maestros también mencionaron que se trataba de una expresién alge-

braica de tercer grado. En un dltimo comentario, un maestro consideré que si
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en el denominador estuviera (a — a), (b — b), (¢ — ¢) 0 (d — d) se tendria una
divisién entre cero.

Respuestas no esperadas

En el primer inciso de la Hoja de trabajo, en la que los maestros debfan hallar la
solucién de varias ecuaciones en un corto tiempo, se esperaba que visualizaran
las expresiones e identificaran de “un golpe” las soluciones, sin embargo, muchos
de ellos optaron por efectuar las transformaciones algebraicas convencionales. Lo
cual hizo que invirtieran mds tiempo del esperado para resolver las ecuaciones.

Dificultades

Es muy probable que la principal dificultad que tuvieron los maestros con las
actividades propuestas fueron sus propios conocimientos, es decir, todos aquellos
métodos algebraicos que les permiten la manipulacion algebraica y que conocen
bastante bien, pero que noles permitieron de inicio analizarlas ecuaciones propues-
tas para encontrar mediante consideraciones sencillas las soluciones respectivas.
Es pertinente mencionar que hubo maestros que al leer en las instrucciones: “El
reto consiste en hacer tantas como te sea posible en 15 minutos”, comenzaron a
buscar una estrategia que les permitiera hallar la solucién de todas las ecuaciones
en el tiempo estipulado.

Lo QUE APRENDIERON LOS ALUMNOS

Durante las dos sesiones, los alumnos resolvieron diversas ecuaciones, tanto las
construidas por ellos mismos, como las propuestas por el maestro. Los métodos
empleados fueron generados a partir de sus conocimientos aritméticos, en ningun
momento se les mostré algiin método que debieran emplear.
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Los métodos utilizados por los alumnos coinciden con los citados en el primer
apartado de este documento (Kieran, 1999):

e Uso de hechos numeéricos.
e “Deshacer operaciones”.

El primero de los métodos se puede observar cuando uno de los alumnos mues-
tra al grupo cémo resolvié la ecuacién 22 + 7 ;’8 = 28. El alumno comento que
“requiere sumarsele 6 a 22 para que te dé 28”; esta afirmacién parte del hecho
numeérico de que 22 + 6 = 28, por lo tanto, ” :8 = 6. Después pregunto, “;qué
ntmero dividido por 3 da 6?”, este nimero es 18, asi que el nuevo hecho nu-
mérico fue 18+3 =6, por lo tanto, p + 8 = 18. Al final escribi6 10 + 8 = 18, por
lo tanto, p = 10.

El método para resolver la ecuacién estuvo basado en el reconocimiento de
hechos numéricos, sin embargo, esimportante resaltar que esta aplicacién sucesiva
de hechos numéricos se debi6 en gran parte a que los alumnos eran capaces de
visualizar en forma global la ecuacidn, asi como sus distintas partes.

Elsegundo método (deshaciendo operaciones) fue empleado por un alumno
al resolver la ecuacion ";3 + 13 =16. En el primer miembro de la ecuacién
aparecen tres operaciones, una sustraccién, una divisién y una adicion, las
cuales se efectian en el orden en que las hemos mencionado (primero la
sustraccién, después la divisién y al final la adicién). El alumno “deshizo”
estas operaciones mediante las operaciones inversas y en el orden inverso.
Primero cambi6 la adicién por una sustraccién: 16 — 13 = 3. En seguida cambio
la divisién por una multiplicacién: 3 x 4 = 12. Al final, en vez de la sustraccién
efectud una adiciéon: 12 + 3 = 15. Obteniendo asf la solucién de la ecuacion:
g = 15. En algunos momentos los alumnos combinaban estos dos métodos al
resolver una ecuacion.

Alolargo de las dos sesiones, los alumnos parecieron no tener ningtn problema
para reconocer que las letras simbolizan nimeros y que el signo igual utilizado
en las diversas expresiones establece la equivalencia entre los miembros dere-



cho e izquierdo de las ecuaciones resueltas. También es importante sefialar que
siempre que encontraron la solucién de una ecuacion, tenfan forma de explicar
qué era ese numero que habian hallado, aun después de haber realizado una
serie de operaciones. La jerarqufa de operaciones fue otro de los conocimientos
que estuvieron en juego durante la resolucion de ecuaciones, lo cual les permitié
avanzar en su resolucion.

RECOMENDACIONES PARA LA ENSENANZA

Durante las dos sesiones de trabajo, el maestro utilizé la palabra férmula para
referirse a las ecuaciones, la principal razén de esto fue porque se consideré que
el concepto de férmula puede resultar mds familiar a alumnos que se estdn ini-
ciando en el estudio de las ecuaciones. Sin embargo, siempre estuvieron presentes
los contenidos esenciales para iniciar el trabajo en este tema; como la nocién de
incégnita y de equivalencia entre los dos miembros de una ecuacién. Es conve-
niente que una vez que los alumnos se han familiarizado con las ecuaciones y
sus componentes, comience a introducirse el uso de los términos formales, como
ecuacion, primer y segundo miembro de una ecuacién, incégnita y solucién de
la ecuacidn, entre otros.

Otroaspectoimportante fue la escritura de calculos y expresiones matemdticas;
algunosalumnos concatenaron operaciones utilizando el signo igual en expresiones
como la siguiente: 7x 3 =21+ 10=31, es evidente que los tres valores separados
por los signos igual no son equivalentes, sin embargo, los alumnos hicieron caso
omiso de esta situacién. Es recomendable hacer ver estos errores a los alumnos
en un momento posterior; esto no fue abordado explicitamente en las sesiones
de trabajo para dar fluidez a las sesiones, aunque esta situacién no representé
un obstédculo para el trabajo desarrollado, recomendamos enfdticamente que se
atienda en un momento oportuno mas adelante.

También es importante considerar las dificultades de los alumnos para abor-
dar nuevos temas, por ejemplo, cuando abordaron ecuaciones que contenfan
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paréntesis, como: 10 + 3(y — 8) = 31, hubo quienes operaban de izquierda a
derecha sin importar el orden de las operaciones. Esta dificultad con la jerarquia de
las operaciones fue superada con la orientacién del maestro y las explicaciones
dadas por los mismos alumnos al grupo; sin embargo, conviene que el maestro
incluya otras actividades que involucren el uso de paréntesis y calculos en los
que intervenga la jerarquia de operaciones.

Unasituacién primordial en el trabajo realizado en estas sesiones es que los
alumnos formulen argumentos para validar sus respuestas; es recomendable
que el maestro esté alerta para solicitar a los alumnos que validen Ias res-
puestas que ofrecen. Las preguntas que planteaba el maestro hicieron posible
que durante las sesiones en el aula fuera comtn ver a los alumnos trabajar en
los dos sentidos cuando resolvian una ecuacién: una vez que resolvian una
ecuacion, hacianlos calculos pertinentes para comprobar que el valor obtenido
hacia cierta la equivalencia entre los dos miembros de la ecuacién.

Pordltimo, conviene resaltar que en las sesiones de trabajo los alumnos son
quienes ofrecen la mayor parte del contenido de la clase y se puede apreciar
una gran seguridad en los alumnos en el uso de sus propios métodos. Este
hecho no implica que los alumnos vayan a poder decir y descubrirlo todo,
serd muy importante que el maestro aproveche las respuestas que ofrecen los
alumnos y que gradualmente introduzca las reglas convencionales para resolver
ecuaciones que representan un mayor nivel de dificultad, por ejemplo, ecuaciones
dela forma ax + b = cx + d.

AMPLIACION DEL TEMA
Ecuaciones y su solucién
Las ecuaciones son expresiones algebraicas que consisten de un miembro iz-

quierdo y uno derecho conectados mediante un signo de igualdad; los diferentes
procedimientos que pueden efectuarse en ambos lados de las ecuaciones tienen



como proposito resolverlas. Resolver una ecuacion significa encontrar valores de
la(s) variable(s) para los cuales ambos lados de la ecuacién son iguales.

El andlisis de diversas situaciones da origen a ecuaciones, cuya solucién per-
mite resolver un determinado problema. Por ejemplo, las ofertas de salario de dos
empresas que se dedican a la venta de enciclopedias, son las siguientes:

Empresa A: Ofrece a sus vendedores un sueldo mensual base de $1 800.00 més una
comisién de $150.00 por cada enciclopedia vendida.

Empresa B: Ofrece un sueldo mensual base de $2 300.00 mds una comisién de
$100.00 por cada enciclopedia vendida.

Respecto de esta informacion, se pueden hacer preguntas cuya respuesta conlleve
la construccién de ecuaciones, por ejemplo:

a) ¢Cudntas enciclopedias requiere vender un vendedor de la empresa A para
obtener un salario mensual de $4 800.00?

b) ¢Cudntas requiere vender un vendedor de la empresa B para obtener un
salario mensual de $4 800.00?

¢) ¢Encudl caso un vendedor de la empresa A y otro de la empresa B venden
la misma cantidad de enciclopedias y ademds obtienen el mismo salario
en un mes?

Los incisos a) y b) dan origen, respectivamente, a las siguientes ecuaciones:

150w + 1 800 =4 800,
100x + 2 300 =1 800,

donde w y x son el nimero de enciclopedias vendidas.
Para el tercer inciso se escribe la siguiente ecuacion:

150w + 1 800 = 100w + 2 300,
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en donde w es la cantidad de enciclopedias vendidas por los vendedores de ambas
empresas y la igualdad implica el mismo salario mensual.

La ecuacion 150w + 1 800 = 100w + 2 300 puede ser resuelta mediante diversos
métodos: numeérico, algebraico y grafico.

El método numérico consiste en evaluar los dos lados de la ecuacion con los
mismos valores hasta que se encuentre uno que produzca el mismo resultado
para ambos lados de la ecuacion. En la tabla 1 se observan varias evaluaciones,
la solucién de la ecuacion es w =10, como se puede ver en el renglén resaltado,
en el que tanto 150w + 1 800 como 100w + 2 300 tienen el mismo resultado.
Esta solucién nos permite determinar el caso en el que los vendedores de ambas
empresas no solo venden la misma cantidad de enciclopedias al mes (10}, sino
también obtienen el mismo salario mensual ($3 300.00), lo cual permite dar
respuesta a la pregunta del inciso ¢/.

Tabla 1

w 150w+ 1 800 100w+ 2 300
2100 2 500
2 400 2 700
2700 2 900
3000 3100

10 3300 3300
3600 3500
3900 3700
4200 3900
4500 4100

El método algebraico para resolver la misma ecuacién se ilustra a continuacion:
150w + 1800 = 100w + 2300

150w + 1800 — 1800 = 100w + 2300 — 1800
150w —100w = 100w + 500 — 100w
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50w = 500

50w _ 500
50 50
w=10

Después de una serie de pasos la solucién de la ecuacién se obtiene, la cual
coincide con la obtenida mediante el método numérico.

En el método gréfico se construye la gréfica de la funcién que se ubica en cada
lado de la ecuacién y se observa el punto de interseccién entre ellas, las figuras 1
y 2 muestran cada gréfica (la escala en ambas graficas es, en x: 1, en y: 500).

y=150x + 1 800 y=100x + 2 300
Figura 1 Figura 2

En la figura 3 se observa la interseccion de las graficas, (10, 3 300), en donde el
valor de la abscisa representa la solucién de la ecuacién, y el de la ordenada es
el resultado que se obtiene de evaluar cada lado de la ecuacién con el valor de
la abscisa, en este caso 3 300.

=Interseccién
xc: 10. yc: 3300. -

Figura 3
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Como segundo ejemplo veamos la solucién de la ecuacién x> — 3 = — 2x. Me-
diante la evaluacion numérica se puede construir la tabla 2. En esta ocasién hay
dos renglones resaltados que contienen soluciones de la ecuacién, las cuales son
x=-3yx=1.Enla primera solucién los dos lados de la ecuacién son iguales
a 6 y en la segunda, a —2.

Tabla 2
x°—3 —2x
4 B th B
-3 6 6
2
3 S
-2 -2

Con el método algebraico se puede realizar el siguiente procedimiento, con el que
se obtienen las mismas soluciones que mediante la evaluacién numérica.

xX*-3=2x
X2=3+2x=2x+2x
xX+2x-3=0

x+3Hx-1)=0

x+3=0
xl=—3
x-1=0
x, =1



Veamos ahora una solucién grafica. Las figuras 4 y 5 muestran las gréficas de
cada lado de la ecuacién.

y=x*-3 y=-2x
Figura 4 Figura 5

En las figuras 6 y 7 se observan las intersecciones de las dos gréficas, (-3, 6) y
(1, =2); las abscisas representan las soluciones de la ecuacién y las ordenadas el
valor numeérico de cada lado de la ecuacion.

Interseccién- - -~ - - - - - Interseccién: - - - - 0 e
xCc: —3. yc: 6. xc: 1. yc: 2.

Figura 6 Figura 7

X

En el tercer ejemplo resolvamos la ecuacion x:i = 1. Es posible anticipar atn
sin desarrollar alguno de los métodos mencionados hasta el momento que dicha
ecuaciéon no tiene soluciones. Para que un cociente sea igual a la unidad se
requiere que las dos cantidades sean iguales, lo cual no sucede en este caso. Si
ademds transformamos la ecuacién en x + 3 = x + 4, tenemos que la igualdad no
se cumple. De esta forma, una ecuacién puede tener alguna o ninguna solucion,
en cualquiera de los casos la ecuacién estarfa resuelta.

No siempre resulta conveniente considerar s6lo un cierto repertorio de
procedimientos para resolver ecuaciones, es util también desarrollar un sentido



matemdtico que nos ayude a visualizar, en este caso, la ecuacidén que tenemos ante
nosotros para poner en practica otras habilidades y conocimientos matemadticos,
como se mostro en el tercero de los ejemplos.

Consideremos como cuarto ejemplo la ecuaciéon 2x* + 3 = 1. Si el propdsito
es que los alumnos practiquen sus habilidades para transformar ecuaciones y de
este modo resolverlas, se considera justificado que pongan en préctica un méto-
do algebraico para resolver ecuaciones como ésta; sin embargo, también puede
promoverse la visualizacion, lectura e interpretacién de ecuaciones. Por ejemplo,
una primera interpretacion puede consistir en considerar que el lado izquierdo de
la ecuacién 2x* + 3 = 1 siempre serd mayor que el derecho, aun cuando el valor
de x sea cero 0 un numero negativo (ya que el cuadrado de cualquier nimero
real siempre es positivo), lo cual hace inviable la igualdad y entonces la ecuacién
no tiene solucién alguna.

Cierta experiencia con las representaciones grafica y algebraica de las familias
de la funcién constante y la cuadrética, puede favorecer el desarrollo de represen-
taciones visuales de una ecuacién. El lado izquierdo de la ecuacion se representa
con una pardbola que abre hacia arriba y con su vértice en (0, 3), el cual ademads
es el valor minimo de la funcién. Y el lado derecho de la ecuacién es la funcién
constante cuya grafica es la linea horizontal y = 1. Por lo tanto, las gréficas no
tienen ningn punto en comun y por esto la ecuacién no tiene solucién alguna.
La figura 8 muestra las gréficas de los dos miembros de la ecuacién en donde se
observa que ambas gréficas no se cruzan.

Figura 8
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Ecuaciones cuadriticas

Una ecuacién de la forma ax? + bx + ¢ = 0 se llama cuadratica. Existen diver-
sos métodos para resolverlas, la eleccién de un método puede depender de los
componentes de la ecuacién. Si se divide a la ecuacién ax* + bx + ¢ = 0 por
a (a#0), resulta la expresion x* + S X+ % = 0, la cual se puede expresar como
x>+ px + g = 0.Veamos cémo puede resolverse esta ecuacion, lo cual proporciona
un método para resolver cualquier ecuacién cuadrética.

Sip=0

En este caso la ecuacién queda como x* + g = 0 y entonces existen tres posibili-
dades. Cuando q = 0 hay sélo una solucién, x = 0. Si g > 0 entonces no se tiene
solucién alguna debido a que no hay un nimero positivo que sumado con x* dé
cero. Si g <0 se tienen las soluciones x= —g y x=— —¢q.

La ecuacion x>+ px+¢g=0

Para resolver ecuaciones completas de la forma x*> + px + ¢ = 0 se puede usar el
procedimiento que se ilustra a continuacion.

Por ejemplo, tomemos p = 4 y ¢ = -6. Tenemos entonces la ecuacién
X+4x-6=0.

(C+4x+4)-10=0

(x+2)2-10=0
(x+2)?=10
x+2= 10 o x+2=-10

x:—2+m 0 x=—2—\/ﬁ

Con la ecuacién x> +2x + 5 =0:
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FP+2x+1)+4=0
x+1)+4=0
En este caso la ecuacién no tiene solucién debido a que la suma de (x + 1)>y 4
nunca seré cero.
El' método utilizado se basa en completar la ecuacién original para llevarla a la
forma a?+2ab+b? (cuadrado perfecto). En forma general se tiene lo siguiente:

x’+px+q=0

[oetelg] - (3] o
() 2]
[Hg) _

A partir de este resultado tenemos tres casos:
. 2 ., . .
e i ”7 —g> 0 entonces la ecuacién tiene dos soluciones,

2

P, P
xX=—=*x —-—
> q

4
e i ”72 — g = 0 entonces hay sé6lo una solucién:

x=—=

2
e Si ”7: — g< 0 entonces no hay solucién.
Teorema de Vieta

Teorema. Si una ecuacién cuadrética x> + px + g = 0 tiene dos soluciones diferentes
my n entonces
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m+n=-p,y
mn = q.

Corolario. Si una ecuacién cuadrética x? + px + g = 0 tiene dos soluciones distintas
my n entonces

X+px+q=x-m)(x—n) 0 (x—m) (x—n)=x*—(m + n) x + mn,

ya que dos polinomios son iguales si tienen respectivamente los mismos coeficien-
tes.

El converso del teorema de Vieta nos permite construir ecuaciones cuadréticas dadas
las soluciones.

Teorema. Si m y n son cualesquier nimeros, p = — (m + n) Y ¢ = mn, entonces la
ecuacién x2 + px + g = 0 tiene soluciones m y n.

Por ejemplo, si tenemos las soluciones 3-4/5 y 3++/5 podemos construir una
ecuacioén con coeficientes enteros. Para ello calculamos

p=—(B+V)+B-5)=-67 g=@+5)3-+5)9-5=4,

y la ecuacién queda como x* — 6x + 4 = 0.

Incluso podriamos extender el teorema de Vieta para una ecuacion ctbica de
la forma x* + px? + gx + r = 0 si consideramos las soluciones m, n y k.

Para ello, asumamos la igualdad x> + px*> + gx + r = (x —m)(x —n)(x — k) y
desarrollemos el lado derecho:

X+ px’+gx+r=(x-m)(x—n)(x—k)
=(x*=(m+n)x+mn)(x—k)
=x’—(m+n)x*+mnx—kx* +(m+n)kx — kmn

=x’ —(m+n+k)x*>+(mn+mk+nk)x —kmn
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De dicho desarrollo tenemos las siguientes igualdades:

m+n+k=-p
mn+mk+nk=gq

kmn=-r

Corolario. Si una ecuacién ctbica x* + px* + gx + r = 0 tiene tres soluciones
distintas, m, n y k, entonces

XB+plt+gx+r=x-mx-n)(x-k)
0
x—m)x-=n)x—k)=x*—(m + n+ k) x* + (mn + mk + nk)x — kmn

Se puede entonces construir la ecuacién ctbica cuyas soluciones son =2, -1 y
4. Para ello, escribimos (x + 2)(x + 1)(x — 4) = 0 y determinamos los valores de

p.qyr.
p=—-(m+n+k)=—(-2-1+4)=-1
g=mn+mk+nk==2)D+=2)@)+ DA =2-8-4=-10
r=—mnk=-(-2)(-1)4)=-8
Por lo tanto, la ecuacién queda como x* — x* — 10x — 8 = 0. Una representacion

grafica de la solucién se muestra en la figura 9: los cruces de la gréfica con el eje
de las abscisas son las soluciones de la ecuacién cubica.

Figura 9
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Férmula general

Como vimos antes, la ecuacic’)n cuadrética ax’ + bx + ¢ = 0 fue dividida por a
y se obtuvo X2+ fi x + = =0, la cual se reescribié como x? + px + g = 0, por lo
quep = — y qg=-.5e obtuvo la solucién x = — ’2’+JZ — g, por lo tanto, si sus-
tituimos a Pvaq, tendremos una férmula general para determinar las soluciones
de toda ecuacién cuadrdtica. Las siguientes transformaciones concluyen con

dicha férmula.

=
1]
|
(SRS
I+
INEN
|
Q

b
2
2
x:—-b_i b _E
2a  4a* a
2
x=——b—i‘ b*—4ac
2a 4a’
x:-ii —4ac
2a 2a
—h+ 2 _
= bt 5 dac Formula general
a

De esta manera, se obtiene una férmula que depende de los valores a, by ¢ de
la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0. El radicando »? — 4ac (llamado discriminante)
determina el nimero de posibles soluciones de la ecuacién. Si b? — 4ac > 0 hay
dos soluciones, si b* — 4ac = 0 s6lo hay una solucién y si b> — 4ac < 0 entonces
no hay soluciones reales.
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Ecuaciones bicuadratricas
Se llama bicuadréticas a ecuaciones de la forma ax* + bx* + ¢ = 0. Por ejemplo,
la ecuacion x* —3x? + 2 =0 es de este tipo. A continuacion se muestra un método
para su solucién.

Si consideramos y = x? podemos reescribir la ecuacion x* — 3x* + 2 = 0 como
y* -3y + 2 =0y entonces resolverla como una cuadratica:

_—(=3* (-3)*-4(2) _3*l

2(1)
¥ =2
y,=1

Una vez que se ha resuelto se tiene que y = x?, por lo tanto, x>=2 o x’>= 1, por
lo que la ecuacién tiene cuatro soluciones:

le,xz—l,xzw/a,xz—\/a

La solucién gréfica de esta ecuaciéon se muestra en la figura 10: los cruces de la
grafica con el eje horizontal son las soluciones.

Figura 10
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Una ecuacion bicuadrética con dos soluciones es x* —4x? + 4 =0. Si consideramos

y = x? podemos reescribirla como y*> — 4y + 4 = 0 y entonces resolverla como
una cuadrdtica:

—4)+ (—4)=4(1)(4) _4+0
2(1)

Vi, =2

Una vez que se ha resuelto se tiene que y = x?, por lo tanto, x> = 2, por lo que
la ecuacion tiene dos soluciones:

x=12
x=-2

La solucién grafica de la ecuacién se muestra en la figura 11.

Figura 11

Una ecuacion bicuadrética con tres soluciones es x* — 9x? = 0, veamos Su solu-

cién. Si consideramos y = x? podemos reescribirla como y* — 9y = 0 y resolverla
como una cuadratica:
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_ (=9t (-9 -4(1)(0) _9£9

y 2(1) 2

»=9
y2=0

Una vez que se ha resuelto se tiene que y = x?, por lo tanto x* = 9 o x* = 0;
por lo que la ecuacion tiene tres soluciones:

x=3,x=-3,x=0

La solucién grafica de la ecuacién se muestra en la figura 12.

Figura 12
La ecuacién bicuadratica x* + 0.5 x? = 0 tiene sélo una solucién. Al considerar

y = x* 1a ecuacion se escribe como y* + 0.5y = 0 y entonces se resuelve la ecua-
cién cuadrdtica:

_ —(0.5)+ (0.5)> —4(1)(0) _—05 +0.5
2(1)
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V2= 7

Una vez resuelta se tiene que y = x2, por lo tanto, x> = 0; por lo que la ecuacién
tiene una Unica solucién:

x=0

En la figura 13 se observa la gréfica de la ecuacién.

Figura 13

La ecuacién x* + 2x2 + 1 = 0 se puede reescribir como y* + 2y* + 1 = 0 si se toma
y = x?, se resuelve la ecuacién cuadrdtica:

_~(x (2’ -4(() _-2%0
2(1) 2

Yi2 =-1

Se sabe que y = x? por lo tanto, x> =— 1, por lo que la ecuacién no tiene solucién.
La gréfica de la ecuacién se muestra en la figura 14.
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Figura 14
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I .

ACTIVIDADES DE ENSENANZA

Hoja de trabajo de la primera clase

Una compailia telefonica ofrece teléfonos celulares que operan con tarjetas de dife-
rentes precios, y cobra $6.00 por minuto (o fraccién).

Si te regalan un teléfono celular de dicha compafiia con una tarjeta de $200.00,
que te da un crédito de $300.00:

PN

¢A lo mds cudntos minutos puedes hablar con este crédito?

¢Cuénto gastas de tu crédito de $300 si haces una llamada de 5 minutos?
¢Cuanto gastas de tu crédito de $300 si hablas 17 minutos?

Si tu crédito esta en $120.00, ¢a lo més, cuantos minutos has usado de tu
crédito de $300?

Construye una férmula que te permita determinar cudnto gastaste de tu
crédito en una llamada si conoces el numero de minutos que hablaste.
Rescribe la férmula que construiste en el inciso anterior, considerando que
el gasto por la llamada fue de:

a) $150.00
b) $240.00
Completa la siguiente tabla:

Crédito a_xié quendaﬁge"los 300 pes

Minutos hablados
($)

60.00
30.00
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Construye una férmula que te permita determinar cudnto crédito te queda
de los $300.00 si conoces el nimero de minutos que hablaste.

Rescribe la expresién algebraica que construiste en el inciso anterior, consi-
derando que el crédito que te queda de $300.00 es de:

a) $30.00
b) $252.00

La compania telefénica ha cambiado las condiciones del cobro de las llamadas, y ahora
cobrard por el tiempo que dure la llamada, es decir, las fracciones de minuto las va a
cobrar por lo que corresponda, manteniendo la tarifa de $6.00 por minuto.

10. Usa la férmula que escribiste en el inciso 5) para responder las siguientes

11.

12.
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preguntas:

a) ;Cudnto tiempo hablaste si el gasto de la llamada fue de $45.00?
b) ¢Cuénto tiempo hablaste si el gasto de la llamada fue de $69.00?
¢) ¢Cudnto tiempo hablaste si el gasto de la llamada fue de $31.50?

Usa la férmula que escribiste en el inciso 8), para contestar las siguientes
preguntas:

a) ;Cudntos minutos hablé si me quedan $243.00 de mi crédito de
$300.00?

b) ¢Cudntos minutos hablé si me quedan $165.00 de mi crédito de
$300.00?

¢) ¢Cudntos minutos hablé si me quedan $7.50 de mi crédito de
$300.00?

Inventa un problema con cada una de las siguientes férmulas:

a) 4.5x+30=156
b) 900 — 5x =717.50




Hoja de trabajo de la segunda clase

1. En las siguientes expresiones encuentra el niimero que falta.

a)b+103=247 L b)m — 1.67=30.25 L ¢)p - 1222 = 4.05
b= i m= L p=
N
d)48-r=35 re) == =4 " fl5xb-1=29
r= P b=
............................ S S
gk+15=62 A2 xc=11 H) 3xa+1=121
k= L= Poa=

2. ;Hay alguna forma que les permita verificar que sus respuestas son co-
rrectas? Discutan esto con sus compafieros y anoten el método que les
parezcamads eficaz.

3. Unaalumna dice que el nimero que faltaen 4 x d +2 =4 es 0.5. ;Estdn de
acuerdo con ella? sPor qué?

4. Encuentra el nimero que falta en cada una de las siguientes expresiones.

a)d(x+12) +7 =87 ' 510 +3(y - 8) = 31
¢)34-2a-1)=18 Ld)7(b+3)-5=51
22+ P18 -28 g 9313216



5. Escribe cdmo le explicarfas en forma clara a un compafiero el método para
resolver ecuaciones como las que acabas de resolver.
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